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✐③❡❞ ❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠❛✐♥❧② t✇♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✿ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ ♣♦st✉❧❛t❡s✱ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣❛✐♥ r✐s❦❧❡ss ♣r♦✜t ✭◆♦✲❛r❜✐tr❛❣❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧
♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧✱ ♦r str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐s ❛ ❣❡♥✲
❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♠❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠♦❞✲
❡❧s ❧✐❦❡ t❤❡ ❱❛s✐❝❡❦ ♠♦❞❡❧ ✭1977✮ ❬❱❛s✼✼❪ ♦r t❤❡ ❍✉❧❧✲❲❤✐t❡ ♠♦❞❡❧ ✭1990✮
❬❲❤✐✾✵❪✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ♠❛✐♥❧② s✉✛❡rs ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✿ ✜rst ♦❢
❛❧❧ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♠❛r❦❡t ♣r❛❝t✐❝❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡①✲
t❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ st♦❝❤❛st✐❝
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜rst ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▲■❇❖❘ ▼❛r❦❡t ▼♦❞❡❧ ✭1997✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬▼✉s✾✼❪✱ ❬❏❛♠✾✼❪
❛♥❞ ❬❙❛♥✾✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
♠❛r❦❡t st❛♥❞❛r❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② r❡str✐❝t✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❊q✉❛t✐♦♥s ✭❙❉❊✮ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜r❡❛❦s ❞♦✇♥ ❢r♦♠ ❛
❤✐❣❤✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭P❉❊✮✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❖✳ ❈❤❡②❡tt❡ ✐♥ 1994 ❬❈❤❡✾✹❪✳

❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈❤❡②❡tt❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s ❧❡❛✈❡s
t❤❡ ✉s❡r ✇✐t❤ ❛ ✇✐❞❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭s❡♣❛r❛❜❧❡✮ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❛
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♠✐❣❤t ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❦♥♦✇♥ ♠♦❞❡❧s ❧✐❦❡ ❍♦✲▲❡❡ ✭❝♦♥st❛♥t
✈♦❧❛t✐❧✐t②✮ ♦r ❍✉❧❧✲❲❤✐t❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡✮✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❜❡❛rs
❞✐✛❡r❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉s❡ ♦♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ ❧✐q✉✐❞❧②
tr❛❞❡❞ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t q✉♦t❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞
♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈♦✲
❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ✭❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✮ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ✐s ♠♦r❡ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
t❤❡ ♥♦t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t✉r✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ q✉♦t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢
♣r✐❝❡s ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ❢♦r ♣❧❛✐♥ ♣r♦❞✉❝ts✱ t❤✉s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ st❛②s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✹

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
st❡♣s ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ❡①♦t✐❝ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ s❡♠✐✲❡①♣❧✐❝✐t❧② ❬❍❡♥✵✸❪ ❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❛♣♣❧② ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✲
❢r❡❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r ●❡♥❡t✐❝
❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡✳ ❆s t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ s❡❡❦s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ s♦♠❡ st♦❝❤❛st✐❝
❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜✉t
r❡❛❝❤ ✐t ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ ❡①♣❧♦r❡❞ ②❡t ❛♥❞ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳

✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ♣❧❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉✲
❧❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② q✉✐t❡ ❡❛s② ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r✐❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t q✉♦t❡s✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r✲
♠✉❧❛s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛r✳
❇r✐❣♦ ❛♥❞ ▼❡r❝✉r✐♦ ❬▼❡r✵✺❪ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t ✇❛② ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ s✇❛♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♣s✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡② ♥❡✐t❤❡r ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❜✐❧✐t② ♥♦r ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❛♥❞ ❆♥❞r❡❛s❡♥ ❬❆♥❞✵✷❪ ✐❞❡♥t✐❢② s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣
✈❛♥✐❧❧❛ ❝❛♣s ❛♥❞ s✇❛♣t✐♦♥s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② t❤❡r❡✲
❢♦r❡ s✉❣❣❡st ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✐t t♦
❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② r❡❝❡✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r s♠❛❧❧ ♠❛✲
t✉r✐t✐❡s✱ ❜✉t ❢♦r ❧♦♥❣ ♠❛t✉r✐t✐❡s t❤❡s❡ ✇♦rs❡♥ s♦♠❡t✐♠❡s✳ ❆ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✉s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐s ♠✐ss✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆♥❞r❡❛s❡♥
❬❆♥❞✵✺❪✱ ✇❤♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥
❜② ❛ t✐♠❡✲❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s ❤❡ r❡❝❡✐✈❡s ✭q✉❛s✐✮ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ♣r✐❝✐♥❣
❢♦r♠✉❧❛s✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛s②♠♣t♦t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉st t❛❦❡s s✐♠♣❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝✲
t✉r❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣ r❡s✉❧ts✳ ❆❣❛✐♥ ❆♥❞r❡❛s❡♥



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✺

❬❆♥❞✵✵❪ s✉❣❣❡sts ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t♦
s✇❛♣t✐♦♥s✳ ❍❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ s✇❛♣ r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡
❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✲
✐♥❣ P❉❊ ❛♥❞ ✉s❡s ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❛❧❧② ❢❛st✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧❧② ❡❛s② ✈♦❧❛t✐❧✐t②
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧s s♦ ❢❛r✳

❆❧❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✲
✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ✉s❡ t❤❡
❡①❛❝t ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❬❍❡♥✵✸❪ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✐♠♣❧② ❛❞❥✉st t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t ❛♣♣❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ s♦❧✈❡ ✐t✳

✸ ❚❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧s

✸✳✶ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼
❢r❛♠❡✇♦r❦✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t✉♣ ✜rst✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣
✇❡ ✇✐❧❧ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❝❡ss str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞
❝✉r✈❡ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ✉s t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✶✳✶ ❚❤❡ ❍❡❛t❤✲❏❛rr♦✇✲▼♦rt♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ❍❡❛t❤✲❏❛rr♦✇✲▼♦rt♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ②✐❡❧❞s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✲r❛t❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢♦r✇❛r❞✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧✱
✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s❤♦rt r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♦r ♠❛r❦❡t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡
❡❝♦♥♦♠② ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,F , Q)✱ ✇❤❡r❡ Ω ✐s t❤❡
st❛t❡ s♣❛❝❡✱ F ✐s t❤❡ σ✲❛❧❣❡❜r❛ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡✈❡♥ts✱ ❛♥❞ Q ✐s ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ■tô
♣r♦❝❡ss

df(t, T ) = µ(t, T )dt + σ(t, T )dW (t). ✭✶✮

■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❲✭t✮ ✐s ❛♥ ♠✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭◗✲✮❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❞r✐❢t µ = (µ(t, T ))t∈[t0,T ] ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡
σ = (σ(t, T ))t∈[t0,T ] ❛r❡ ♠✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ st♦❝❤❛st✐❝
♣r♦❝❡ss❡s s❛t✐s❢②✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❣✉❧❛r✐t②✿



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✻

T
∫

t0

|µ(s, T )|ds < ∞ Q − a.s. ∀t0 ≤ T ≤ T ∗, ✭✷✮

T
∫

t0

σ2
j (s, T )ds < ∞ Q − a.s. ∀t0 ≤ T ≤ T ∗, j = 1, ...,m, ✭✸✮

T ∗

∫

t0

|f(t0, s)|ds < ∞ Q − a.s., ✭✹✮

T ∗

∫

t0





u
∫

t0

|µ(s, u)|ds



 du < ∞ Q − a.s.. ✭✺✮

❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ✜①❡❞ ♠❛t✉r✐t✐❡s T ≥ t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡
❤♦r✐③♦♥ T ∗ ≥ T ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f(t, T ) = f(0, T ) +

t
∫

t0

µ(s, T )ds +

t
∫

t0

σ(s, T )dW (s). ✭✻✮

❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛r❦❡t✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠❛rt✐♥❣❛❧❡ ♠❡❛s✉r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❝❛♥✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡
❞r✐❢t µ(t, T )✳

❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❋♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❞r✐❢t r❡str✐❝t✐♦♥✮✳
■❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡

µ(t, T ) = σ(t, T )





T
∫

t

σ(t, v) dv − λ(t)



 ∀T ∈ [0, T ∗] ❛♥❞ t ∈ [0, T ],

✇❤❡r❡❛s λ(t) ♥♦t❡s t❤❡ ▼❛r❦❡t Pr✐❝❡ ♦❢ ❘✐s❦✱ t❤❡♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛rt✐♥❣❛❧❡
♠❡❛s✉r❡ ❡①✐sts ✳

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❞r✐❢t r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

f(t, T ) = f(0, T ) +

t
∫

t0

σ(s, T )





T
∫

s

σ(s, v)dv − λ(s)



 ds +

t
∫

t0

σ(s, T )dW (s).



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✼

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡ ♦❢ r✐s❦ ❛♥❞ s❡t λ(t) ≡ 0✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ r❡❞✉❝❡s t♦

f(t, T ) = f(0, T ) +

t
∫

t0

σ(s, T )





T
∫

s

σ(s, v)dv



 ds +

t
∫

t0

σ(s, T )dW (s). ✭✼✮

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳

■❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② σ(t, T ) ✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ❛r❡ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♦♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡
❞r✐❢t r❡str✐❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r❡❛❧❧② ✇✐❞❡ ❝❧❛ss ♦❢
♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼ s❡t✉♣✱ ✇❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛✈✐♥❣ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ ❬❑▲✵✼❪✳

✭✐✮ ❚❤❡ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ✭❢♦r✇❛r❞ r❛t❡✮ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛r❦❡t ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡
❞❛t❛ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✭✐✐✮ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡
♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ r❡❝♦✈❡rs s❤♦rt✲r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ♦r t❤❡ ▲✐❜♦r ▼❛r❦❡t ▼♦❞❡❧✳

✭✐✐✐✮ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❇❧❛❝❦✬s ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡
❞②♥❛♠✐❝s✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ t♦ ❜❡ ❧♦❣♥♦r♠❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞✳ ❖♥❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② s❡tt✐♥❣

σ(t, T ) = const · f(t, T )

✳

✸✳✶✳✷ ❚❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❈❤❡②❡tt❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r♠s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss
♦❢ ❍❏▼ ♠♦❞❡❧s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♣❡✲
❝✐✜❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ σ(t, T ) ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞
❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♥s❛t③ ♦❢ ❖✳ ❈❤❡②❡tt❡



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✽

❬❈❤❡✾✹❪ ❛♥❞ ✉s❡ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t♦ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❛t✉r✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢❛❝t♦rs ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡

σ(t, T ) = α(T )
β(t)

α(t)
. ✭✽✮

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ♦♥❡ ❛rr✐✈❡s ❛t ❛ s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ②✐❡❧❞✲❝✉r✈❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
r✐s❦✲♥❡✉tr❛❧ ❍❏▼ ❞②♥❛♠✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ▼❛r❦♦✲
✈✐❛♥ ❙❉❊s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ✭✽✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡
str✉❝t✉r❡s✱ ❡✳❣✳ ❛ ❤✉♠♣❡❞ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝t✉r❡ t♦ ❛
✜♥✐t❡ s✉♠ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇

σ(t, T ) =
N
∑

i=1

σ(i)(t, T ) =
N
∑

i=1

αi(T )
βi(t)

αi(t)
. ✭✾✮

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞
♠♦❞❡❧s✳ ❊✈❡♥ t❤✐s ❛❜str❛❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s✿

✭✐✮ ■♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s
♥♦t ✜♥✐t❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ✭✾✮ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ✜♥✐t❡✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt r❛t❡
❛♥❞ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧s ❢♦r♠s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ ❍❏▼ ▼♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
s❡t ♦❢ s✉♣♣♦rt❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❝❧❛ss
♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❍❏▼ ▼♦❞❡❧s✳ ❋♦r✲
♠❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♠♠❛♥❞s N ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠
♦❢ ❙t♦♥❡✲❲❡✐❡rstr❛ss st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✉♥✐❢♦r♠✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧
r❡s❡❛r❝❤ ❬❈❤❡✾✹❪ ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❧r❡❛❞② t✇♦ s✉♠♠❛♥❞s ❞❡❧✐✈❡r s✉✣❝✐❡♥t❧②
❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡✿

f(t, T ) = f(0, T ) +
N
∑

j=1

αj(T )

αj(t)

[

xj(t) +
N
∑

i=1

Ai(T ) − Ai(t)

αi(t)
Vij(t)

]

. ✭✶✵✮



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✾

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r i, j = 1, ..., N ✿

Ak(t) =

t
∫

0

αk(s)ds, ✭✶✶✮

xi(t) =

t
∫

0

αi(t)

αi(s)
βi(s) dW (s) +

t
∫

0

αi(t)βi(s)

αi(s)

[

N
∑

k=1

Ak(t) − Ak(s)

αk(s)
βk(s)

]

ds, ✭✶✷✮

Vij(t) = Vji(t) =

∫ t

0

αi(t)αj(t)

αi(s)αj(s)
βi(s)βj(s)ds. ✭✶✸✮

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xi(t) ❛♥❞
Vij(t) ❢♦r i, j = 1, ..., N ✳ ❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s❤♦rt r❛t❡
❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲st♦❝❤❛st✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ Vij st❛t❡s t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳
❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② N

2
(N + 3) st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s❤♦rt r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②
▼❛r❦♦✈ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s

dxi(t) =

(

xi(t)∂t(log αi(t)) +
N
∑

k=1

Vik(t)

)

dt + βi(t)dW (t) ✭✶✹✮

d

dt
Vij(t) = βi(t)βj(t) + Vij(t)∂t(log(αi(t)αj(t))). ✭✶✺✮

❚❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧❧ ❢❡❛t✉r❡s ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❥✉st ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧
str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ②✐❡❧❞ ❝✉r✈❡ ❢❛❝t♦r
❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛s ❛ ❝♦♥✈❡①✐t② ❛❞❥✉st♠❡♥t t❡r♠ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
❛r❜✐tr❛❣❡✲❢r❡❡✳ ❚❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✭✶✵✮ ❞❡❧✐✈❡rs s❡✈❡r❛❧
❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②✿

✭✐✮ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭✶✹✮ ❛♥❞ ✭✶✺✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱
t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❙❉❊ ✭ ✶✹✮ ✐s ❛ ▼❛r❦♦✈ Pr♦❝❡ss ❛♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❑❛❝ ❚❤❡✲
♦r❡♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ t♦ ❛ P❉❊✳ ❙❡✈❡r❛❧ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦r ❋✐♥✐t❡ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ s♦❧✈❡ ✐t✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✵

❆t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ✐t
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❢❛❝t♦r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❜② s❡✈❡r❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②

f(t, T ) = f(0, T ) +
M
∑

i=1

f̃ i(t, T ), ✭✶✻✮

✇❤❡r❡ f̃ i(t, T ) ❞❡♥♦t❡s ❛ ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r✇❛r❞ r❛t❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✶✵✮✳

✸✳✷ ❱♦❧❛t✐❧✐t② P❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ✜♥✐t❡ s✉♠
♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✾✮✱

σ(t, T ) =
N
∑

i=1

σ(i)(t, T ) =
N
∑

i=1

αi(T )

αi(t)
βi(t).

❊♠♣✐r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❬❈❤❡✾✹❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♦r t❤r❡❡
s✉♠♠❛♥❞s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❤✉♠♣❡❞
s❤❛♣❡✳ ❖♥❡ s✉♠♠❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❝❤♦♦s❡

σ(1)(t, T ) = c ≡ const. ✭✶✼✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐t ❥✉st ❛❞❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
αi(t) = 1 ❛♥❞ βi(t) = c✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r s✉♠♠❛♥❞s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✳❣ ❬❈❤❡✾✹❪✱ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
αi(t) ✐s ♣r♦♠♦t❡❞✱ ✐♠♣❧②✐♥❣

σ(i)(t, T ) = βi(t) exp



−

T
∫

t

κi(u)du



 . ✭✶✽✮

❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡st❡❞
str✉❝t✉r❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞❡s t✇♦ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥s β(t) ❛♥❞ κ(u)✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❡❛s✐❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛ss✉♠✐♥❣
κ(u) t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t♦

σ(i)(t, T ) = βi(t) exp (−(T − t)κi) . ✭✶✾✮



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✶

❆ss✉♠✐♥❣ t❤✐s str✉❝t✉r❡✱ ♦♥❧② β(t) r❡♠❛✐♥s ❛s ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆s ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦❢ ♠❛t✉r✐t②✱ β(t) ❝❛♥♥♦t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✈♦✲
❧❛t✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ (T − t)✳ ❚❤✐s ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡
❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② α(t)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ κ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♠♣❧✐❡s ♥♦ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❛
❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♠❛r❦❡ts✳

❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❛❧❧♦✇ κ(u) t♦ ❜❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
✐♥st❛❧❧ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ κ(u)✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦❞❡s ❢♦r 1, 3, 5, 7, ❛♥❞ 10 ②❡❛rs✳
κ(u) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ s✐❞❡
t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❧✐❢❡t✐♠❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
❢♦r t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭κ ❝♦♥st❛♥t✮✱
✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✐① ✈❛❧✉❡s ✭κ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ✜✈❡ ♥♦❞❡s✮✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹ ✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
❜♦♦st ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❛s ✇❡❧❧✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ κ(u) ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ✢❡①✲
✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ β(t)✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❤♦✐❝❡ ✐s
❛ss✉♠✐♥❣ β(t) t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s t❡sts t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲
s✉❧t✐♥❣ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✇✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ β(t) t♦ ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳

β(t) = at + b ♦r ✭✷✵✮

β(t) = at2 + bt + c. ✭✷✶✮

❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
[0, 10] × [0, 10] r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ t ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡
T ✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❝♦♠♣❛r❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s ❢♦r ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥β(t) = at + b
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤✱ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦♥st❛♥t κ(t) = κ ✭❜❧✉❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❛♥❞✱
♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(t) ✭r❡❞ s✉r❢❛❝❡✮✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧②✱ ❜✉t ❡q✉❛❧ ✐♥
❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡
✭κ(t) ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✮ s✉♣♣♦rts ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❤❛♣❡s ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡✲
t✐♠❡ T ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✜rst str✉❝t✉r❡ ✭κ(t) = const.✮ ❥✉st s✉♣♣♦rts
❝♦♥st❛♥t ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❛♣♣❡❛rs



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✷

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ β(t) ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✵✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t κ ✭❜❧✉❡✮
❛♥❞ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t κ ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t ✐♥ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② c = 0.03✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ β(t) t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s a = 0.06✱ b = 0.1✳
❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t κ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② κ1 = 0.06✱ κ2 = −0.3✱
κ3 = −0.1✱ κ4 = 0.07✱ κ5 = 0.2 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t κ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s κ = 0.05✳

r❛t❤❡r r✐❣✐❞✳ ❖♥❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✐♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
❢♦r s❤♦rt ❧✐❢❡t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t ♦❢t❡♥ ✐♠♣❧✐❡s ❧❛r❣❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❧♦♥❣❡r ❧✐❢❡t✐♠❡s✳ ❆s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱ t❤❡ s❡✲
❝♦♥❞ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉♣❡r✐♦r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤✐s ❛s♣❡❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✷ ❝♦♠♣❛r❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡s t❛❦✐♥❣ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ s✉♠♠❛♥❞s ♦❢
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ s✉♠♠❛♥❞s
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ β(t) ❛♥❞ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t κ(t) ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ♣❛rt✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿

σ
(3)
T (t, T ) = c

T

t
.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r s♠❛❧❧ t ❛♥❞ ❜❡❛rs s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
✐♥ ❡①tr❡♠❡ ♠❛r❦❡ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❡ ✜① t❤❡ t✐♠❡ t♦ ♠❛t✉r✐t② T = 5.0✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❧♦t ❞❡♣✐❝ts ❛ s❧✐❝❡



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦
❛♥❞ t❤r❡❡ s✉♠♠❛♥❞s✿ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r♠ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r β ❛♥❞
♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t κ ❛♥❞ q✉♦t✐❡♥t ❢♦r r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s
❛ s❧✐❝❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛t T = 5.0✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❧✐❢❡t✐♠❡ ❡q✉❛❧s c = 0.0003✳

♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ t❡st❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ βi(t) ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥t❡r❡st✲
✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ t❛❦❡s t✐♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐✳❡✳

β(t) = a ln(t)2 + b ln(t) + c. ✭✷✷✮

■❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ❡①tr❡♠❡❧② ✈❛r②✐♥❣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤✐s
str✉❝t✉r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❛rs s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r
r❡s✉❧ts✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❡①❡♠♣❧❛r✐❧②
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ✳

✸✳✸ Pr✐❝✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛s

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧
✐♠♣❧✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ♣❧❛✐♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ❡①♦t✐❝ ♣r♦❞✉❝ts✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✹

❋✐❣✉r❡ ✸✿ P♦ss✐❜❧❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ s✉♠♠❛♥❞s ❛♥❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧
t✐♠❡ s❝❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❍❏▼ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍❡♥r❛r❞
❬❍❡♥✵✸❪ ❣✐✈❡s s❡♠✐✲❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ❜♦♥❞s ❛♥❞ s✇❛♣✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡ ❢❛❝t♦r ❍❏▼ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛♥❞ ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧ ✭✾✮✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r
t❤❡s❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s
t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ❝❛♣s✱ ✢♦♦rs ❛♥❞ ❊✉r♦♣❡❛♥ s✇❛♣t✐♦♥s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✺ ✭❙✇❛♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✮✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✉❡ ✭P❱✮ ❢♦r ✭r❡❝❡✐✈❡r✮ ❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② s✇❛♣t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛

PV =
n
∑

i=1

ciP (0, ti)N (λ + αi) − P (0, t0)N (λ + α0). ✭✷✸✮

λ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✺

n
∑

i=1

ciP (0, ti)e
−

1

2
α2

i
−αiλ = P (0, t0)e

−
1

2
α2

0
−α0λ ✭✷✹✮

❛♥❞ αi ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

α2
i =

θ
∫

0





ti
∫

s

σ(s, x)dx −

θ
∫

s

σ(s, x)dx





2

ds

=

θ
∫

0





ti
∫

θ

σ(s, x)dx





2

ds

✇❤❡r❡❜② σ(t, T ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛t t✐♠❡ t ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t② T ✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠
✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r φ ∈ R

d✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αi

❛♥❞ κ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡s❡♥t
✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ φ ∈ R

d ❛s ✇❡❧❧✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

• N (.) st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0 ❛♥❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ 1

• θ < t0 ♠❛t✉r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛❜♦✉t 2 ❜✉s✐♥❡ss ❞❛②s
❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ θ ≈ t0

• ♣❛②♠❡♥t ❞❛t❡s ✭✐♥ ②❡❛rs✮ ✐♥ t❤❡ s✇❛♣ t0 ≈ θ, t1, ..., tn

• ❝♦✉♣♦♥ ♣❛②♠❡♥t ci ❛t ❞❛t❡ ti✿ ci = strike ∀i < n; cn = 1 + strike

• P (0, ti) ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r ❛t t✐♠❡ 0 ✇✐t❤ ♠❛t✉r✐t② ti

❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❝❛♣s ❛♥❞ ✢♦♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛②✲
♦✛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ✉♥✐ts✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❍✉❧❧ ❬❍✉❧✵✺❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞✐✈✐❞❡ ❛
❝❛♣✴✢♦♦r ✐♥t♦ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ♦❢ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣✉t✴❝❛❧❧ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ③❡r♦ ❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞s
✇✐t❤ ❛❞❥✉st❡❞ ♣❛②♦✛ ❛♥❞ str✐❦❡✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❝❛♣s✴✢♦♦rs t♦ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ③❡r♦ ❜♦♥❞s✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ s✇❛♣t✐♦♥s✱ ❍❡♥r❛r❞ ❬❍❡♥✵✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r✲
♠✉❧❛s ❢♦r ♦♣t✐♦♥s ♦♥ ❜♦♥❞s✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✻

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✻ ✭Pr✐❝✐♥❣ ❋♦r♠✉❧❛ ❢♦r ❖♣t✐♦♥s ♦♥ ❇♦♥❞s✮✳
▲❡t θ ≤ t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❜♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣❛②s ci ❛t t✐♠❡s ti
✭1 ≤ i ≤ n✮✳ ❆t t✐♠❡ 0✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝❛❧❧ ♦♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ✇✐t❤ ❡①♣✐r②
θ ❛♥❞ str✐❦❡ ♣r✐❝❡ K t♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ✐♥ t0 ✐s

n
∑

i=1

ciP (0, ti)N(λ + αi) − KP (0, t0)N(λ + α0)

✇❤❡r❡ λ ✐s t❤❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

n
∑

i=1

ciP (0, ti) exp(−
1

2
α2

i − αiλ) = KP (0, t0)

❛♥❞ t❤❡ αi✬s ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡rs s✉❝❤ t❤❛t

α2
i =

θ
∫

0





ti
∫

θ

σT (s, x)dx





2

ds.

❚❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ ❊✉r♦♣❡❛♥ ♣✉t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

KP (0, t0)N(−λ − α0) −
n
∑

i=1

ciP (0, ti)N(−λ − αi).

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦ ❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ r❡❞✉❝❡s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ③❡r♦
❝♦✉♣♦♥ ❜♦♥❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛②♠❡♥t ❛♥❞ t❤✉s λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜②

λ =
−1

α1

ln
KP (0, t0)

c1P (0, t1)
−

1

2
α1.

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ λ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❝❛s❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❍❡♥✵✸❪✳

✹ ❚❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠

✹✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❉❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳
❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡
❛♥② s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠❡❞ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✼

t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s t❛❦✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✭st♦❝❤❛st✐❝✮ ❢❛❝t♦rs ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❊❛❝❤
❢❛❝t♦r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s❤❛♣❡✱ ❡✳❣✳ ♣❛r❛❧❧❡❧ s❤✐❢t ♦r t✇✐st✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ tr❛❝t❛❜✐❧✐t②
❞❡❝r❡❛s❡s✳ ■♥ s✉♠✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ r❡❜✉✐❧❞ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜✲
♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ❛t ❜❡st ❛♥❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❛② ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts q✉♦t❡❞ ✐♥ t❤✐s
♠❛r❦❡t ❢r❛❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ♣r✐❝❡s ♦r ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣r✐❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ♣r✐❝❡s✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t
♦❢ ✈✐❡✇ s❧✐❣❤t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛ t❡r♠ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡s❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❛r❦❡t s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝
♠❛r❦❡t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ♠♦❞❡❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❢❛❝t♦rs✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❡❛rs ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤✐s ♥✉♠❜❡r✳

❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② t❡r♠ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ♣❛r❛♠✲
❡t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛❥♦r ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❢♦r♠s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② ❊✉r♦♣❡❛♥ s✇❛♣t✐♦♥s ✭r❡❝❡✐✈❡r✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t✉r✐t✐❡s ✉♣ t♦
t❡♥ ②❡❛rs ❛♥❞ ❝❛♣s✴✢♦♦rs ✭❛t t❤❡ ♠♦♥❡②✮✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛s
q✉♦t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✭❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♣r✐❝❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts φ ∈ R

d✳ ❚❤❡ ♠❛r❦❡t
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r s✇❛♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♣s✴✢♦♦rs
❛r❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡✳ ❚❤❡② ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈♦❧❛t✐✲
❧✐t②✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲
♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
✈❛❧✉❡s ✐s st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡s✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t❤✉s ♠♦r❡
♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♥s❛t③✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Pr♦❜❧❡♠ ✹✳✶✳

❆ss✉♠❡ Φ ⊂ R
d t♦ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r

PV : Φ ⊂ R
d → R t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛ ✭❡✳❣✳ ❢♦r s✇❛♣t✐♦♥s✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t σ̃i ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✽

❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ σi(PVi(φ)) t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲
❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝❡ PVi(φ) ✐♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t φ ∈ Φ✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E : R

d → R✳

inf
φ∈Φ

E(φ), E(φ) =
I
∑

i=0

ωi|σ(PVi(φ)) − σ̃i|
2. ✭✷✺✮

❚❤❡ ✐♥t❡❣❡r I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ωi ∈ R ❞❡♥♦t❡s ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥②
✐♥str✉♠❡♥t❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s✇❛♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♣s ♠✐❣❤t ❜❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

✹✳✷ ❈♦♥str❛✐♥ts

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥② ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t

σ(t, T ) ≥ 0 ∀t > 0, T ≥ t ✭✷✻✮

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✳

✹✳✸ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
E : Φ ⊂ R

d → R✳ ❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ E✳ ❖❜✈✐♦✉s❧② E ✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❛♥❞ t❤❡
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✭❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✮ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✈❛❧✲
✉❡s ✐♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✳ ❖♥❡ ❡✈❡♥ ❤❛s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ◆❡✇t♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♣♣❡❛rs ♠♦st❧② ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s✳ ❖❢t❡♥ ✐t ❝♦♥✲
t❛✐♥s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❡✐❣❤t ❢r❡❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t②✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥✈❡① ♥♦r ❝♦♥❝❛✈❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♠❛♥② ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
❖♥❧② ✐♥ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡s✱ ❧✐❦❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❚❤❡ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❖♥❧② ✐❢ ✇❡ ✜① ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜✉t
♦♥❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✐♥ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡str♦②s t❤✐s ❢❡❛t✉r❡✳ ❚♦ s✉♠ ✉♣✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✶✾

♠❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♥♦♥✲❡①♣❧✐❝✐t
❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
t❛❦❡s ❛❜♦✉t 0.1 s❡❝✶ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ✐s r❛t❤❡r t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭♣❛rt✐❛❧✮ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts
❡✐t❤❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢t❡♥ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s
❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❧❛t❡❛✉s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❛♣♣❡❛r ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥t ♠✉st ✈❛♥✐s❤✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❛❝❡s ❢♦r ❛
❣✐✈❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❆s t❤❡ s♣❛❝❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡
✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡s✱
t❤❡ s♣❛❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✳
❆s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✜✈❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏✉♥❡ 2009 ❛♥❞ ✐t ❥✉st t❛❦❡s ✭❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡②✮
s✇❛♣t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❡ t❛❦❡ 10 s✇❛♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦♣t✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ 3
♠♦♥t❤s ❛♥❞ 1 ②❡❛r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s✇❛♣ ❧✐❢❡t✐♠❡s ♦❢ 2✱ 3✱ 4✱ 5 ❛♥❞ 6 ②❡❛rs✳
❚❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥

σ(t, T ) = c + (at + b) exp



−

T
∫

t

κ(u)du



 . ✭✷✼✮

❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(u) ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡
❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ❛r❡ ✜✈❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s r❛t❤❡r ❝r✉❞❡✱ ❜✉t ✐t s❤♦✇s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❆s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c ∈ R ❥✉st ❛❞❞s ❛ ❝♦♥st❛♥t
s❤✐❢t✱ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② a✱ b✱ κ1 ❛♥❞ κ2✳

❋✐❣✉r❡ ✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ✭❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✮
✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢♦r s✇❛♣t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛r❦❡t ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✐♠♣❧✐❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t φ ∈ Φ✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ t❛❦❡s 10 s✇❛♣✲
t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✉r❢❛❝❡✱ ✇❡ ✈❛r② t✇♦ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❧♦t ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡rr♦r s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣

✶❲❡ ✉s❡❞ ❛ ❲✐♥❞♦✇s ❜❛s❡❞ P❈ ✇✐t❤ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✷ ❉✉♦ ❈P❯ ❅ ✶✳✻✻ ●❍③ ❛♥❞ ✸✳✷✺ ●❇
❘❆▼✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✵

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❤❡❧❞ ❝♦♥st❛♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤✳

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ ❛♥❞ ❜ ✐♥ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✼✮

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❩♦♦♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹

❋✐❣✉r❡ ✹ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a ❛♥❞ b✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [−0.1, 0.1] ❢♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s
✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ t❡sts✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ❤♦❧❡s✱ ❞✉❡ t♦
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ z✲❛①✐s✳ ❊❛❝❤ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❡s



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✶

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ▼✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s κ1 ❛♥❞ κ2 ✐♥ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✼✮

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❩♦♦♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻

❛♥ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ r❛♥❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧
❥✉♠♣s ❛♥❞ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✭❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s✮ ✈♦❧❛t✐❧✐t②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✈❛❧✉❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ 100% ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛ ❤✐❣❤ t❡❝❤♥✐❝❛❧
✈❛❧✉❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❝❡❡❞s ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ❧❡✈❡❧✱ ❛
❤♦❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❧♦t✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ r❡❣✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧② ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✭❣❧♦❜❛❧✮
♠✐♥✐♠✉♠✳ ❆t t❤❡ ❜♦r❞❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡s ✐♥❝r❡❛s❡ r❛♣✐❞❧②✳ ❆s t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ z✲❛①✐s ✐s



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✷

r❛t❤❡r ❜✐❣✱ ✇❡ ③♦♦♠❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ s❛♠❡ s✉r❢❛❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺ ❢♦r ❛
s♠❛❧❧❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛❧❧❡②s ✐♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r r❡❛❝ts s❡♥s✐t✐✈❡❧② t♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡s❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r s✉r❢❛❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts κ1 ❛♥❞ κ2 ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥
κ(u)✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❡rr♦r
❢♦r t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣❡❛rs r❛t❤❡r r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦
❤✐❧❧s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ κ(u) ❞♦❡s ♥♦t
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❇✉t t❤❡ ♣✐❝t✉r❡❞ s✉r❢❛❝❡s ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t✇♦
❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ κ(u) t❛❦❡s ❛t ❧❡❛st ✜✈❡ ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤✉s s❡✈❡r❛❧ ✈❛❧❧❡②s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✭❧♦❝❛❧✮ ♠✐♥✐♠❛✱ ❡♠❡r❣❡✳

❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s✉r❢❛❝❡s ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
✇❤♦❧❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ t✉r❜✉❧❡♥t ❛♥❞ ✐rr❡❣✉❧❛r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ ❥✉♠♣s ❛♥❞ ❤✐❧❧s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❤❛♥❞❧❡ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡①✐st✱ ❜✉t
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

✹✳✹ ◗✉❛❧✐t② ❈❤❡❝❦

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❧❡❛✈❡s ♠✉❝❤ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
t♦ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ❛♥❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡
❛♥❞ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ t✇❡❧✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝♦r❡ ❛♥❞ ❡✐❣❤t s❡❝♦♥❞❛r② ♦♥❡s✳
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❝r✐✲
t❡r✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ❵❋■◆❈❆❉ ❆♥❛❧②t✐❝s ❙✉✐t❡ 2009✬✳ ❚❤❡ ❝♦r❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

• Pr✐❝❡ ❇✐❛s ≤ 30%✿
❆t ♠♦st 30% ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣r✐❝❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ 30%

• ❱♦❧❛t✐❧✐t② ❇✐❛s ≤ 30%✿
❆t ♠♦st 30% ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
30%

• ▼❡❛♥ ♣r✐❝❡ r❡s✐❞✉❛❧ < σ✿
❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣r✐❝❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥
σ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✸

• ▼❡❛♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧ < σ✿
❚❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛❧❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧s ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐✲
❛t✐♦♥ σ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ 0

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ s❡✈❡r❛❧ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

• ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

• ▼✐♥✐♠✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

• ❆❧❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 3σ

• ❆❧❧ ♣r✐❝❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② 3σ

• 90% ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 2σ

• 90% ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝❡ r❡s✐❞✉❛❧s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 2σ

• ▼❛①✐♠❛❧ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 5%

• ▼❡❛♥ ♦❢ sq✉❛r❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② r❡s✐❞✉❛❧s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② 1

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❝❤❡❝❦ ❞❡❧✐✈❡rs t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✿ ❣♦♦❞✱ ♣❛ss❡❞ ❛♥❞ ❢❛✐❧❡❞✳
■❢ ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✲ ❝♦r❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✲ ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❵❣♦♦❞✬✳ ■❢ ❛t ♠♦st ♦♥❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✐s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ t♦ ❜❡ st✐❧❧ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❞❡❧✐✈❡r ❵♣❛ss❡❞✬✳
❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢❛✐❧s✱ ✐❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ♠♦r❡
t❤❛♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞✳

✺ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s

✺✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♠❡t❤♦❞s

❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼❛✐♥❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ t❡st❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥t♦ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s✿

1. ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❡✳❣✳ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t st❡♣ s✐③❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✱

2. ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ ❡✳❣✳ ❉♦✇♥❤✐❧❧
❙✐♠♣❧❡① ❛♥❞ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞

3. st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ❡✳❣✳ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ●❡✲
♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✹

✺✳✷ ❆ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐st✲
✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✷✳✶ ◆❡✇t♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✺✳✷✳✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ■s❛❛❝
◆❡✇t♦♥ ✐♥ 1669✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❏❛❝♦❜✐✲ ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❤❛s t♦ ❜❡
✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s st❡♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ t❡r♠✐♥❛t❡ ✐♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡t❡❝ts ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✳

✺✳✷✳✶✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❙t♦✵✸❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐✲ ❛♥❞
❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧②✱ s♦ t❤❛t
♦♥❡ ❤❛s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ q✉♦t✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t②
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✈❛♥✐s❤ s♦♠❡t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✐♥ ❞✐✲
r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s κ ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♠♦❞❡❧✮ ✈❛♥✐s❤ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
♦❢t❡♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✱ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐✲ ❛♥❞ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ❤❛✈❡
❧♦✇❡r r❛♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❍❡ss✐❛♥ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ st❡♣ s✐③❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡
❝❛♥♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ st❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳✷✳✷ P♦✇❡❧❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠

✺✳✷✳✷✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛♥❞ ✐s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❇r❡✼✸❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ P♦✇❡❧❧
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s❡✈✲
❡r❛❧ ✭n + 1✮ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✺

s✉♣❡r✐♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣✲
♣❡❛rs ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ♥❡✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠❛✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s ❡✛❡❝t ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱
t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ✐s ❧♦st ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡
❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❞♦❡s ♥♦t st❛② ♠♦♥♦t♦♥❡
❛♥② ❧♦♥❣❡r✱ ❜✉t s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡s ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤✐s ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❜r✉t❡ ❢♦r❝❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❡st✐♥❣ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦sts ❛ ❧♦t ♦❢ t✐♠❡✱
❜✉t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥
♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ r❡✐♥✐✲
t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s t♦ s❡❛r❝❤ ❛❢t❡r ♣r♦❝❡ss✐♥❣ n ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
♣✉r♣♦s❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳

✺✳✷✳✷✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s✇❛♣t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐✲
❜r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇❛♣t✐♦♥ ♠❛tr✐① r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✐❢ ✇❡ st❛rt
❝❧♦s❡ t♦ ✐t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❦♥♦✇♥ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❛♥❞
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❝❤❡❞ ✐t q✉✐❝❦❧②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠
✐❢ ✇❡ st❛rt s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ■❢ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s t♦
✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳ ❇✉t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✇❛♣t✐♦♥ ♠❛tr✐①
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛ s❡t ♦❢ s✇❛♣t✐♦♥s ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ✜①❡❞ ♦♣t✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✇❛♣ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✉♣ t♦ 10 ②❡❛rs✱ ✇❡
r❡❝❡✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞
❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❧❡ss t❤❛♥ 0.5% ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❢❛r
❛✇❛② ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s✐t✐✈✲



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✻

✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✼✮✮ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ κ(t) ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✳
❚❤✉s ♦♥❡ ❤❛s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦r st❡♣ s✐③❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
t♦ r❡❝❡✐✈❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡s
❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ♠✉st t❤✉s ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛
❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s
✐s ❡✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ♣♦ss❡ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡s✳ ❆s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ✭❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡✮ ✐s
r❡q✉✐r❡❞ ♦♥❧② ♥❛✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❛❦✐♥❣ ❧♦ts ♦❢ t✐♠❡✳ ■♥ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s
t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ▼♦❞❡❧✳ ❚❤❡
s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛rr✐❡s ✉♥❞❡s✐r❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢
t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✺✳✷✳✸ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❆❧❣♦r✐t❤♠

✺✳✷✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r✐♥❣ ♦♥❧②
❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳ ■t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ✐s r♦❜✉st ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡❧✐✲
❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞✉❡ t♦ ◆❡❧❞❡r ❛♥❞ ▼❡❛❞ ❛♥❞ ✇❛s ✜rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ 1965
❬▼❡❛✻✺❪✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ t❛❦❡s ❛♥ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐♠♣❧❡① ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
(n + 1) ♣♦✐♥ts ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❛❦❡s ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❡♣s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ st❡♣s ♠♦✈❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ✇✐t❤
t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① t♦ ❛ ❧♦✇❡r ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡s❡
st❡♣s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡
s✐♠♣❧❡①✳ ■❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡①♣❛♥❞s t❤❡
s✐♠♣❧❡① ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ t❛❦❡ ❧❛r❣❡r st❡♣s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❵✈❛❧❧❡②✬ t❤❡ ♠❡t❤♦❞
❝♦♥tr❛❝ts ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❡s❝❛♣❡ t❤❡ ✈❛❧❧❡②✳ ❚❤❡
♠❡t❤♦❞ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ s❡❧❡❝t❡❞ t✇♦✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s
✐❢ ❛ ❝②❝❧❡ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦
③❡r♦✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ♦♥❧② ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② ❛ ♣❡r❢❡❝t ✜t✳

■t ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✼

❛❜♥♦r♠❛❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❣♦♦❞ ✐❞❡❛ t♦ r❡st❛rt t❤❡ ♠✐♥✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ✐t ❝❧❛✐♠s t♦ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡
❞♦✇♥❤✐❧❧ s✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♠♦✈❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣t✐♠✉♠✳

• α ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✳

• β ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳

• γ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

• σ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥✳

◆✉♠❡r♦✉s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥ ♦♥❧② t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧✲
❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
β ❛♥❞ σ✳

✺✳✷✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❛❦✲
✐♥❣ t❡♥ ✭❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡②✮ s✇❛♣t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ t❡st❡❞ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡r s❡ts ✇❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❛ st❛♥❞❛r❞✐③❡❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t❡st ✇✐t❤
♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❢ 2006✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❞❛t❛ t❤❡ t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts ❞❡❧✐✈❡r t❤❡
❜❡st ✭s❡t ✶✮✱ t❤❡ ✇♦rst ✭s❡t ✸✮ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ✭s❡t ✷✮ r❡s✉❧ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ✳

α β γ σ

❙❡t 1 1.0 0.6 1.9 ✵✳✺
❙❡t 2 1.2 0.7 2.2 ✵✳✸
❙❡t 3 0.8 0.6 1.8 ✵✳✺

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❙❡ts ♦❢ ❛♥❛❧②③❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✳
08✱ ❏✉❧② 08✱ ❏❛♥✳ 09✱ ❏✉❧② 09 ❛♥❞ ❏❛♥✳ 10✳ ❋✐❣✉r❡ ✽ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✳ ❚❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✽

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡ts✳

❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ 2.4 · 10−4 ✐♥ ❏❛♥✳
08 ❛♥❞ 6.6 · 10−3 ✐♥ ❏✉❧② 09 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✱ ❤♦❧❞ t❤❡ ❜❡st st❛♥❞❛r❞s ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡
t✐♠❡ s❡r✐❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣♦♦❞ ✐♥ 2008✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✇♦rs❡♥ ❛♥❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧
❞♦❡s ♥♦t ✜t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ 2008✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧
♦❢ s✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳ ❚❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜✉✐❧❞ ✉♣ t❤❡s❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✱
❜✉t ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❇✉t ❡✈❡♥
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ 2009 ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤❡st st❛♥❞❛r❞s ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t②
❝❤❡❝❦✳

◆❡①t t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝r✐s✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❡ts ♦♥❧② ❞✐✛❡r s❧✐❣❤t❧② ✐♥ 2008✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❡♥✲
❧❛r❣❡s ✐♥ 2009✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t 1
✐s s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s✳ ■♥ 2008✱ s❡t 1 ❞♦❡s ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱
❜✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✐♥ 2009✱ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦rs❡♥✱
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t ✶ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r t❤✐s



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✷✾

s❡tt✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✐s t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❲❡ t❡st❡❞
136 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r❡❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠

|x(1) − x(2)| =
d
∑

i=1

|x(1)
i − x(2)i|2 ✭✷✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❜② |y(1)−y(2)|2✳ ❋✐❣✉r❡ ✾ ❛♥❞
❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜② ❝❤❛♥❣✲
✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✾✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② 1 · 10−4 ❢♦r 90 ♦❢ 136 ❝❛s❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✵

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

♠♦r❡ t❤❛♥ 85% ♦❢ t❤❡ ❝❛s❡s ❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ 2 · 10−4✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵ s❤♦✇s t❤❛t111 ♦❢ 136 ✭82%✮ t❡sts ✇✐t❤ ✈❛r✐❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♣r♦❞✉❝❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❧❡ss t❤❛♥ 0.01✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
❝❛s❡s ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❛t ♠♦st ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 0.07✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✐♠♣❧②
t❤❛t t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st
✐♠♣♦rt❛♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❡t ♦❢
♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛r❜✐tr❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ✐t ❤❛s t❛❦❡♥
3, 500 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ 0.1 s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ 5 ♠✐♥✳ ❛t t❤❡ ❧❛t❡st t♦
❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ ❛❧❧ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s
❛❞❡q✉❛t❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳

✺✳✷✳✹ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣

✺✳✷✳✹✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❧✐✈❡r✲



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✶

✐♥❣ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✐❢ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❣❧♦❜❛❧ ❡①tr❡♠✉♠ ✐s ❤✐❞❞❡♥ ❛♠♦♥❣ ♠❛♥②
❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✱ ❜✉t ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ❵❚r❛✈❡❧✲
✐♥❣ ❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠✬ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ✇❛② ♦❢
❢r❡❡③✐♥❣ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ❧✐q✉✐❞s✳ ■♥ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t♦♠s
❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r ❝♦♦❧✐♥❣ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ❡♥❞s ✐♥ ❝r②st❛❧s ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥✲
✐♠✉♠ ❡♥❡r❣② ❢♦r t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣✐❝s ✉♣
t❤✐s ✐❞❡❛ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❡✈❡♥ ✉♣❤✐❧❧ ✭✇♦rs❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❢♦r ❵❤✐❣❤
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛✈❡s ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦r
✈❛❧❧❡②s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡①tr❡♠✉♠✳ ❚❤❡
❇♦❧t③♠❛♥♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡
s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❡♠♣♦r❛❧❧② ✇♦rs❡ ♠♦✈❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤❡ ❵t❡♠♣❡r❛t✉r❡✬ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧ t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❧♦✇❧② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❬Pr❡✵✷❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ✐t✲
❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❬Pr❡✵✷❪ t❤✐s ❣❡♥❡r❛t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡
r♦❜✉st ❛♥❞ st❛② ❡✣❝✐❡♥t ❡✈❡♥ ✐♥ ♥❛rr♦✇ ✈❛❧❧❡②s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✇❡ ❜❛s❡❞ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❉♦✇♥❤✐❧❧
❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉♣❤✐❧❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ ♠❛①✐✲
♠❛❧ ❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❧✐♠✐t T → 0✱ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❞✉❝❡s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧
❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✳

✺✳✷✳✹✳✷ ❘❡s✉❧ts

■♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ t❡sts ♦❢ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡
❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✳ ❆s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✳ ❆❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✳✷ ✇❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t1✳ ❲❡ ❛♣♣❧✐❡❞
t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ st❛rt✐♥❣ ✐♥ ❏❛♥✳ 2008 ❛♥❞
❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ❏❛♥✳ 2010✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✶ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s t♦
❛t✲t❤❡✲♠♦♥❡② s✇❛♣t✐♦♥s ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥
✭✷✺✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠✲
♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ s✇❛♣t✐♦♥s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✺✳✷✳✸✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ s❡r✐❡s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✷

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧
❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

1.1 · 10−5 ✐♥ ❏✉❧② 09 ❛♥❞ 4.3 · 10−4 ✐♥ ❏❛♥✳ 10✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s
♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥❞ t❤❡ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✲
✐❜r❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✹✳✹ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❤✐❣❤❡st st❛♥❞❛r❞s
✐♥ ❛♥② ❝❛s❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ✐s ♠✉❝❤ t✐❣❤t❡r ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❡♥❧❛r❣❡s ✐♥ t✐♠❡s ♦❢
✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝r✐s✐s✳ ❆s ✉s✉❛❧✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ st❛rt✐♥❣
♣♦✐♥ts ✐♥ ❛ ✜①❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✭♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛✱ ✳✳✳✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠ ✭28✮✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✇❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ 171 ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞
✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ ✳

❚❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✷ s❤♦✇s t❤❛t
136 ♦❢ 171 ✭80%✮ ❝❛s❡s ❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤♦s❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❞♦ ♥♦t ❡①❝❡❡❞ 2 ·10−4✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸ s❤♦✇s t❤❛t130 ♦❢ 171 ✭76%✮ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✸

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❡♥❞ ✉♣ ✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ♠♦r❡ t❤❛♥ 2.5 ·10−3 ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠✳ ❚❤❡ t❡st ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡ s♦♠❡ ♦✉t❝♦♠❡s
✇✐t❤ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐✳❡✳ ❛t ❧❡❛st 0.2✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠✐♥✐♠❛ ✐s s♠❛❧❧ ✭27 ♦❢ 171✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❡♥❧❛r❣❡✳ ❚❤❡ s❡t✉♣
♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❛ ✉♥✐q✉❡ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ✐t
♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✭❧♦❝❛❧✮ ♠✐♥✐♠❛ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡✳ ❇✉t✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❡❛r ❛s st❛❜❧❡ ❛s t❤❡
❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❡①♣❧♦r❡s t❤❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ♠✉❝❤ ❢✉rt❤❡r✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❞❡t❡❝ts ♦t❤❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ♠✐♥✐♠❛✳ ■♥ t❤❡ t❡st✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛r② s❧✐❣❤t❧②✱ ❜✉t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r
t❤❛♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❆❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ✐ts ❜❡❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛s✲
s✉♠❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❲❡ t❡st❡❞ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ❧✐❦❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ❝♦♦❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t✱ t❤❛t t❤❡
❧✐♥❡❛r ❝♦♦❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❞❡❧✐✈❡rs t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ✐❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ❝❤♦s❡♥
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✹

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥♦r♠
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✽✮✳

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧②
❧❡❛✈✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡
✉s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ss✉♠✐♥❣
❛ ✜①❡❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛ss✐❣♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❡♥❞✐♥❣ ✉♣ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ 5 ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤✐s
s❡t✉♣ ❢♦r ❛❧❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ♦♥❡ ❝❛♥ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❧✐✈❡rs ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✐t ✐s st❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❛ s♠❛❧❧ st❛rt✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

✺✳✷✳✺ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✺✳✷✳✺✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❬P♦❧✵✽❪ ❛♥❞ ✉s❡s s♦♠❡ ❛♥❛❧♦❣✐❡s



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✺

t♦ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ ❜✐♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❤❛r❧❡s ❉❛r✇✐♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
❛ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ tr✐❡s t♦ ✜♥❞ ❛
❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠ ❜② ❝r❡❛t✐♥❣ ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥❞
❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s♦❧✉t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t♦rs✿ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ ❝r♦ss ❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛
str✐♥❣ ♦❢ 0/1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ t♦ ❛ ❜✐♥❛r② r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❜✐ts ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❛ str✐♥❣
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❋✐rst t❤❡ ❝r♦ss ♦♣❡r❛t♦r s❡❧❡❝ts ❛ ♣❛✐r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s x ❛♥❞ y ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❛r②
❝♦❞❡s ❛r❡ ❜♦t❤ ❝✉t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ✭❛❢t❡r ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐ts✮ ❛♥❞ ♦♥❡
r❡❛❝❤❡s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ x = x1 ∪ x2 ❛♥❞ y = y1 ∪ y2✳ ❆s ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱
t❤❡ ❝r♦ss ♦♣❡r❛t♦r s✇❛♣s t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ ❜♦t❤ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡s t✇♦ ♥❡✇
s♦❧✉t✐♦♥s x = x1 ∪ y2 ❛♥❞ y = y1 ∪ x2✳ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞
t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐ts ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡✳ ❊❛❝❤ ❜✐t ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛
❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥❡✇ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧②✳
❆s ❛ ❧❛st st❡♣✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ❜❡st✴✇♦rst s♦❧✉t✐♦♥s s♦
❢❛r ❛♥❞ ❞✉♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❜❡st ❜② ❞❡❧❡t✐♥❣ t❤❡ ✇♦rst ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s s♦♠❡✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s✱ ✐❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❛t
✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦r t❤❡ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❛♥②
❧♦♥❣❡r✳

❆s t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♦♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt ✐♥✲
❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❛❞❥✉st♠❡♥t✱ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳ ❚❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡
t♦ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❛ 9✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡
✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ 1✳ ■❢ ✇❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r✈❛❧ ✇✐t❤ ❛ st❡♣
s✐③❡ ♦❢ 10−3✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥❝❧✉❞❡s 1024 ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❝♦❞❡ s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❞ ❜✐ts✳ ❙♦✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❧❛r❣❡ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦
r❡❛❝❤ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆s t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐s ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❛② t❛❦❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣✲
t✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❡✈❡♥ ✐♥t❡♥s✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t✱ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛r❡ r❡❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛t s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s✳

❚❤❡ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❡❛r❝❤❡s t❤❡ ✭❣❧♦❜❛❧✮ ♦♣t✐♠✉♠ ❥✉st ✐♥
❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ ✜♥✐t❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✻

♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❵❣r✐❞ s✐③❡ → 0✬ t❤❡s❡
s♣❛❝❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❛s ✇❡❧❧✳

✺✳✷✳✺✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❝r♦ss
❛♥❞ ♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐s ♠❛✐♥❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
❛✛❡❝t t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ str♦♥❣❧② ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝✳
❚❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡♥s✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s❤♦✇s str♦♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ s♦♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t s❤✐❢t✳ ❚❤✉s t❤❡ ❣r✐❞
s✐③❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳ ■❢
t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❛❝❡ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ♥♦t
❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❡✛❡❝t t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s✐③❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❞♦♥❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡q✉✐❞✐st❛♥t
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ❛r❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s♠❛rt✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦✲
s❡♥ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❤✐❣❤✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ 1024 ♣♦ss✐❜❧❡
s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛t ❧❡❛st ✉s❡ 10, 000 ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ❝♦✈❡r ❛ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t ♣❛rt✳ ■❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦♦ s♠❛❧❧✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r❝❡s ❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ s♦♠❡✲
✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ❜② ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ♠❛♥②
s♦❧✉t✐♦♥s ♦✉ts✐❞❡ t❤✐s ❛r❡❛ ❧❡❢t✱ t❤❡♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✇❡❧❧ ❡①♣❧♦r❡❞ ✇✐t❤
❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠✲
✐♥❣✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ 1024 ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛t
❧❡❛st ✉s❡ 10, 000 ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ❤❛✈❡ s❤♦✇♥✱ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
♥❡❡❞s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t ❧❡❛st 500 ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳ ❚❤❡



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✼

❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ 0.1 s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ❛ t♦t❛❧ ❝♦♠✲
♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 140 ❤♦✉rs✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦r t♦ ❝♦❛rs❡♥ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❜✉t t❤✐s ✐♠✲
♣❧✐❡s ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ♦♥❡s✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱
t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧② t♦ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠s ❤❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❧✐✈❡rs r❡❧✐❛❜❧❡
❛♥❞ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞s ✐s r♦❜✉st ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝❛♥ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡♠s
t♦ ♣r♦❞✉❝❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❧❡❛✈❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡✲
t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡①
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ s♦ ❢❛r ✐s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❋✐rst ♦♥❡ ❛♣♣❧✐❡s
t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡
t❤❡ s♣❛❝❡✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ♦♥❡ st❛rts t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ r❡s✉❧ts s❧✐❣❤t❧②✱ ❜✉t t❤❡r❡
✇❛s ♥♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❣❛✐♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t r❡❛❧❧② s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t Temperature → 0 ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❥✉st ❡♥❧❛r❣❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❛s ✐t ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠✐♥✲
✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ❥✉st ❤❛s t♦ ✇♦r❦ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛r❡❛✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦♠❡t✐♠❡s r✉♥s ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡str♦②s
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❣❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❝❛s❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥♦t s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s r❡❛❧❧② ❛✉s♣✐❝✐♦✉s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡①✲
♣❧♦r❡s t❤❡ s♣❛❝❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤✐s s❡t✉♣ ✐s ♦❢t❡♥
♦❢ ❤✐❣❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❛❦❡s q✉✐t❡
❧♦♥❣✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✛❡rs
❛ ❣♦♦❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦✛❡r ❛♥② ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✱ t❤✉s ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✽

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ t♦ s♦❧✈❡ ❣❧♦❜❛❧❧②✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❞❡str♦②s t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ P♦✇❡❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ❝♦♥✈✐♥❝✐♥❣❧② ✐♥ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡
▼♦❞❡❧✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❉♦✇♥❤✐❧❧ ❙✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ❙✐♠✉✲
❧❛t❡❞ ❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ r❡❧✐❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②
♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐✲
❧✐t② s✉r❢❛❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ✭✷✼✮ ❛♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧
t♦ 16 s✇❛♣t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❏❛♥✳ 2008 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❏✉❧② 2009 ✭❣r❡❡♥✮ ✇❡ r❡❝❡✐✈❡
t✇♦ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❛s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸ ✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
t♦ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✳ 2008 ❢✉❧✜❧❧s ❛❧❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
q✉❛❧✐t② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ✐t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❵❣♦♦❞✬✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✈✐♦❧❛t❡s ♦♥❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s
✐t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❵♣❛ss❡❞✬✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② 6.5 · 10−3 ✭❏❛♥✳
08✮ ❛♥❞ 8.5 · 10−3 ✭❏✉❧② 09✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞❡s s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❤❛♣♣❡♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ♠❛r❦❡t ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
r❡s✉❧ts ♠✐❣❤t ✐♠♣❧② s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❏❛♥✳ 08
s❤♦✇s s❡✈❡r❛❧ ✇❛✈❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❏✉❧② 09 ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ ❝❛❧♠✳ ❚❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❝❤❛♥❣❡s
♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ s✉♣♣♦rt ♠❛①✐♠❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢
t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ t♦ ❝❛♣s ❛♥❞ ✢♦♦rs ❛s ✇❡❧❧✳ ❆❣❛✐♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❢ ❏❛♥✳
08 ✭r❡❞✮ ❛♥❞ ❏✉❧② 09 ✭❣r❡❡♥✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ s✉r❢❛❝❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✺ ✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ ❝❛♣s✴✢♦♦rs ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❵♣❛ss❡❞✬ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s
❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 3.8 · 10−5 ✭❏❛♥✳ 08✮ ❛♥❞ 1.1 · 10−4 ✭❏✉❧②
09✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛❣❛✐♥✱ ❜✉t ✐♥ t❤✐s
❝❛s❡ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❏❛♥✳ 08 ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝❛❧♠✳ ❚❤✐s
❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛✲
t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❱♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞
❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✳
2008 ❛♥❞ ❏✉❧② 2009✳

❖♣t✐♦♥ ❙✇❛♣ ❈❤❡②❡tt❡ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❘❡s✐❞✉❛❧
❧✐❢❡t✐♠❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✈♦❧❛t✐❧✐t②

✵✳✷✺ ✷✳✵ ✸✽✳✹✺ ✪ ✹✶✳✹✵ ✪ ✲✵✳✵✷✾✹
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✵✳✷✺ ✻✳✵ ✷✹✳✸✺ ✪ ✷✾✳✼✵ ✪ ✲✵✳✵✺✸✹
✶✳✵ ✷✳✵ ✸✺✳✾✾ ✪ ✸✸✳✼✵ ✪ ✵✳✵✷✷✾
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❚❛❜❧❡ ✷✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✉❛r② 2008✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✹✵

❖♣t✐♦♥ ❙✇❛♣ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ❈❤❡②❡tt❡ ❘❡s✐❞✉❛❧
❧✐❢❡t✐♠❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ✈♦❧❛t✐❧✐t②
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❚❛❜❧❡ ✸✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ t♦ s✇❛♣t✐♦♥s ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏✉❧② 2009✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞
❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ♠♦❞❡❧ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣❧✐❡❞ ❇❧❛❝❦✲❙❝❤♦❧❡s ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❱♦❧❛t✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✐♠✉❧❛t❡❞
❆♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝❛♣s✴✢♦♦rs ✇✐t❤ ♠❛r❦❡t ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
❏❛♥✳ 2008 ❛♥❞ ❏✉❧② 2009



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✹✶

❆ ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♠♣❧✐❡❞ ✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s q✉♦t❡❞ ❛t t❤❡ ♠❛r❦❡t ❢♦r
s✇❛♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❝❛♣s✴✢♦♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✉s❡❞ ♠❛r❦❡t
❞❛t❛ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❵▼♦♦s♠ü❧❧❡r ✫ ❑♥❛✉❢ ❆●✬✳

❖♣t✐♦♥ ▲✐❢❡t✐♠❡
❙✇❛♣ 1

12
2
12

3
12

6
12

9
12

1 1.5 2 3 4
▲✐❢❡t✐♠❡

1 24.0 22.9 22.1 21.7 21.6 21.4 19.9 18.9 17.4 16
2 26.4 24.9 23.5 21.8 21.0 20.3 19.0 18.2 16.7 15.4
3 26.2 24.5 23.0 21.1 20.1 19.4 18.2 17.4 16.1 14.9
4 25.5 23.7 22.3 20.4 19.3 18.6 17.6 16.8 15.5 14.4
5 24.7 22.7 21.4 19.6 18.6 17.8 16.9 16.2 15.0 13.9
6 23.3 21.5 20.4 18.7 17.8 17.2 16.3 15.6 14.4 13.5
7 21.9 20.3 19.4 17.9 17.1 16.5 15.7 15.0 14.0 13.2
8 20.5 19.2 18.4 17.0 16.4 15.8 15.1 14.5 13.6 12.9
9 19.3 18.2 17.6 16.4 15.7 15.3 14.6 14.1 13.3 12.7
10 18.1 17.3 16.7 15.7 15.1 14.8 14.2 13.8 13.1 12.5

❚❛❜❧❡ ✹✿ ❙✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✉❛r② 2008✳ ❚❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ②❡❛rs✳

❖♣t✐♦♥ ▲✐❢❡t✐♠❡
❙✇❛♣ 1

12
2
12

3
12

6
12

9
12

1 1.5 2 3 4
▲✐❢❡t✐♠❡

1 21.5 21.6 21.5 20.9 20.9 20.9 20.0 19.0 17.8 17.1
2 24.1 23.5 23.0 21.9 21.0 20.4 19.1 18.0 17.3 16.6
3 23.3 22.7 22.2 21.3 20.4 19.8 18.6 17.6 16.9 16.2
4 22.4 21.8 21.3 20.3 19.6 18.9 17.8 17.1 16.5 15.7
5 21.4 20.9 20.3 19.3 18.6 17.9 17.2 16.6 15.9 15.1
6 20.7 19.7 19.0 18.2 17.6 17.0 16.4 16.0 15.4 14.6
7 19.9 18.7 18.0 17.3 16.8 16.4 16.0 15.7 15.0 14.2
8 19.0 18.0 17.3 16.7 16.4 16.1 15.7 15.4 14.6 14.0
9 18.1 17.3 16.7 16.2 16.1 15.8 15.5 15.1 14.4 13.7
10 17.2 16.6 16.2 15.9 15.8 15.6 15.3 14.9 14.2 13.6

❚❛❜❧❡ ✺✿ ❙✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏✉❧② 2008✳ ❚❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ②❡❛rs✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✹✷

❖♣t✐♦♥ ▲✐❢❡t✐♠❡
❙✇❛♣ 1

12
2
12

3
12

6
12

9
12

1 1.5 2 3 4
▲✐❢❡t✐♠❡

1 72.2 63.8 59.4 51.9 45.9 40.3 31.8 26.1 21.1 18.9
2 65.7 58.9 53.0 43.5 38.1 33.9 27.9 24.0 20.3 18.5
3 59.6 53.5 48.4 39.6 34.6 31.2 26.5 23.3 20.2 18.5
4 55.3 50.0 45.5 37.3 32.8 29.7 25.5 22.7 20.1 18.7
5 52.3 47.5 43.6 35.7 31.4 28.6 24.9 22.3 20.1 18.8
6 49.8 45.5 42.0 34.4 30.2 27.8 24.4 22.2 20.2 18.7
7 48.1 44.1 40.9 33.7 29.5 27.2 24.0 22.2 20.1 18.7
8 46.6 43.0 40.0 33.0 29.0 26.9 23.8 22.1 20.2 18.8
9 45.1 41.8 39.0 32.5 28.5 26.6 23.9 22.3 20.4 19.0
10 44.5 40.8 38.4 32.1 28.2 26.5 24.0 22.6 20.5 19.1

❚❛❜❧❡ ✻✿ ❙✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏❛♥✉❛r② 2009✳ ❚❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ②❡❛rs✳

❖♣t✐♦♥ ▲✐❢❡t✐♠❡
❙✇❛♣ 1

12
2
12

3
12

6
12

9
12

1 1.5 2 3 4
▲✐❢❡t✐♠❡

1 54.6 52.0 50.5 47.8 45.2 42.2 32.8 27.7 22.2 19.4
2 44.4 42.9 41.4 38.2 35.9 33.7 28.4 24.8 20.6 18.3
3 38.2 37.4 36.1 33.6 31.7 29.9 26.4 23.4 19.7 17.5
4 34.6 34.0 33.0 31.1 29.6 27.9 24.8 22.3 19.0 17.3
5 32.3 31.8 31.0 29.4 28.1 26.5 23.9 21.5 18.8 17.2
6 30.4 30.3 29.7 28.1 26.9 25.5 23.2 21.2 18.7 17.1
7 29.1 29.1 28.6 27.3 26.2 25 22.9 20.9 18.7 17.0
8 28.3 28.4 28.0 26.8 25.9 24.7 22.7 20.9 18.6 17.0
9 27.6 27.8 27.5 26.5 25.6 24.6 22.6 20.8 18.6 17.0
10 27.0 27.4 27.1 26.3 25.5 24.4 22.5 20.8 18.7 17.1

❚❛❜❧❡ ✼✿ ❙✇❛♣t✐♦♥ ✈♦❧❛t✐❧✐t② ♠❛tr✐① ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❏✉❧② 2009✳ ❚❤❡
✈♦❧❛t✐❧✐t✐❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡s ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ ②❡❛rs✳



❇❡②♥❛ ❛♥❞ ❲②st✉♣ ✲ ❖♥ t❤❡ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❤❡②❡tt❡ ■♥t❡r❡st ❘❛t❡ ▼♦❞❡❧ ✹✸

❖♣t✐♦♥ ▲✐❢❡t✐♠❡
❙✇❛♣ 1

12
2
12

3
12

6
12

9
12

1 1.5 2 3 4
▲✐❢❡t✐♠❡

1 45.6 45.9 46.0 47.7 48.3 47.0 39.6 34.8 27.8 23.1
2 40.3 39.8 39.3 38.9 38.0 37.0 32.7 29.5 24.0 20.4
3 33.5 33.2 33.6 33.4 33.0 32.0 28.8 26.2 22 19.1
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